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発表の概要

物性物理や材料科学において、メスバウアー分光スペクトルデータから観測対
象の磁性や電子状態に関する物理量の推定が行われている。
現状のメスバウアー分光スペクトルデータの解析は、パラメータフィッティング
に際して恣意的に制限を施した最小二乗法を用いたり、追加実験により推定モ
デルを絞り込むなど信頼度評価が難しく高い実験コストが求められる。本研究
では、これらの問題をベイズ推論により解決する手法を提案する。
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メスバウアースペクトルとは

E は，

E＝µn HM /I

と示される。ただし，基底及び励起の核磁気モー

メント µnはそれぞれ µng，µnex とする。これら

分裂の間隔 ∆E から内部磁場の大きさを求める。
磁気分裂した吸収線の強度比は，γ 線の入射
方向と磁化の方向を反映するので磁場配向につ

いての情報が得られる。多結晶試料の各吸収線

の強度比は，磁気モーメントがランダムに向い

ているため３：２：１：１：２：３となる。鉄板表

面では磁区が面内に揃うので，入射 γ 線に対
して垂直となり，その強度比は３：４：１：１：

４：３になる。

分裂全体の広がりが内部磁場の大きさ Bhfを
反映し，その値を物質の同定に用いることがで

きる。例えば常温で純 α -Fe は３３．３T，Fe３C
は２０．８Tの内部磁場を示す。

３・２・４ 電気四極子相互作用と磁気双極子相

互作用の共存

磁気分裂ピークが観測されるとき電気四極子

相互作用があると内側の４本と外側の２本の吸

図１ ５７Co 及び５７Mnのメスバウアー線源の壊変図（Mo..ssbauer
Effect Data Center より）。
１４．４keVの γ 線がメスバアースペクトル測定に利用され
る。

図２ ５７Fe のエネルギー準位とメスバウアーパラメーター。
∆Eq＝２ε＝（１/２）e２qQ；四極子分裂の幅，Hin‖Vzz；内部磁場（Hin）の向きと電場
勾配の主軸（Vzz）が平行のとき。テキストに説明。
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（５８）

メスバウアースペクトル：物質中の原子核の吸収スペクトル

原子核がそれぞれの順位に遷移

→吸収スペクトル
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異なる結晶格子（サイト）に存在する原子核は異なるスペクトルとなる

→区別が困難
（例）MFe2O4の結晶格子

（例）MFe2O4のメスバウアースペクトル

A=Fe(A)
B=Fe(B)

※以後結晶格子のことをサイトと呼ぶ

得られるスペクトル

5



メスバウアースペクトルとは
週報No.16 210729

修士課程 1年 森口椋太

1 活動内容
今週は，ハミルトニアン選択の実験とノイズ強度を変えた時の事後分布の広がりの変化を計算した．

以下でそれぞれの実験結果をまとめる．

2 ハミルトニアン選択
ハミルトニアン選択では，以下の四極子相互作用のハミルトニアンHQ3/2,HQ1/2と磁気相互作用のハミルトニアンHM3/2,HM1/2を用いた．

H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (1)

H1/2 = HM1/2 +HQ1/2 (2)

それぞれの行列要素は以下のようになる．

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ

0 0 −
√
3
2 α sin θe−iφ −3

2α cos θ




(3)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0

0
√
3Aη 0 3A




(4)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe

−iφ

−β
2 sin θe

+iφ +β
2 cos θ

)
(5)

HQ1/2 = 0 (6)

実験では，フォワードモデルのハミルトニアンがHQ3/2,HQ1/2のみの場合，HM3/2,HM1/2のみの場合，両方の場合でそれぞれの自由エネルギーを計算した．パラメータの真値は以下のように設定した．
A = −3, Bhf = 40, η = 0

θ = 0, φ = 0, ECenter = 250, Γ = 3

実験結果は図 2のようになった．

1

スペクトルに関係する３つのハミルトニアン

• 磁気的相互作用項：H_M3/2, H_M1/2

• 四重極子相互作用項：H_Q3/2, H_Q1/2

• 異性体シフト：H_c

週報No.16 210729

修士課程 1年 森口椋太

1 活動内容
今週は，ハミルトニアン選択の実験とノイズ強度を変えた時の事後分布の広がりの変化を計算した．

以下でそれぞれの実験結果をまとめる．

2 ハミルトニアン選択
ハミルトニアン選択では，以下の四極子相互作用のハミルトニアンHQ3/2,HQ1/2と磁気相互作用のハミルトニアンHM3/2,HM1/2を用いた．

H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (1)

H1/2 = HM1/2 +HQ1/2 (2)

それぞれの行列要素は以下のようになる．

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ

0 0 −
√
3
2 α sin θe−iφ −3

2α cos θ




(3)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0

0
√
3Aη 0 3A




(4)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe

−iφ

−β
2 sin θe

+iφ +β
2 cos θ

)
(5)

HQ1/2 = 0 (6)

実験では，フォワードモデルのハミルトニアンがHQ3/2,HQ1/2のみの場合，HM3/2,HM1/2のみの場合，両方の場合でそれぞれの自由エネルギーを計算した．パラメータの真値は以下のように設定した．
A = −3, Bhf = 40, η = 0

θ = 0, φ = 0, ECenter = 250, Γ = 3

実験結果は図 2のようになった．

1
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Figure 2 Schematic of the φ
and θ angles, Vzz and Bhf
as they appear in the
Hamiltonian of (7).

Vxx

Vyy

Vzz
Bhf

θ

φ

α = g 3
2
µN Bhf , where g 3

2
is the appropriate value for the gyromagnetic factor of the

nucleus in the I = 3
2 state, we may write (matrices constructed as described in [13]):

H3/2 =





3A − 3
2α cos θ −

√
3

2 α sin θe−iφ
√

3Aη 0

−
√

3
2 α sin θeiφ −3A − α
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2 α sin θeiφ 3A + 3
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(9)

and setting β = g1/2µN Bhf :

H1/2 =
( − β

2 cos θ − β
2 sin θe−iφ

− β
2 sin θe+iφ + β

2 cos θ

)
(10)

The I = 0 case is of particular mathematical interest because the Hamiltonian in
(7) is null. This case is treated by considering the state to have a unidimensional
eigenvector in the |m〉 basis, and an energy eigenvalue of 0. So if we are interested
in the 2 → 0 transition (170Yb, 166Er. . . ), the only Hamiltonian that needs to be
explicitly computed is the I = 2 excited state Hamiltonian (here β = g2µN Bhf ):

H2 =





6A − 2β cos θ −βe−iφ sin θ A
√

6η 0 0

−βeiφ sin θ −3A − β cos θ −
√

6
2 β sin θe−iφ 3Aη 0

A
√

6η −β
√

6
2 eiφ sin θ −6A −

√
6

2 β sin θe−iφ B
√

6η

0 3Aη −
√

6
2 β sin θeiφ −3A + β cos θ −β sin θe−iφ

0 0 A
√

6η −β sin θeiφ 6A + 2β cos θ





(11)

With the excited and ground state Hamiltonians now analytically expressed, a rou-
tine may compute the components, given a set of hyperfine parameters, then
proceed to the numerical diagonalization, and finally compute the line positions and
intensities.

各ハミルトニアン

タイトル
ある学生

2021年 10月 4日

1 フォワードモデル
今回用いたハミルトニアンは全角運動量 I = 3

2

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −
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3
2 α sin θeiφ

0 0 −
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3
2 α sin θe−iφ − 3

2α cos θ




(1)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0
0

√
3Aη 0 3A



 (2)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe−iφ

−β
2 sin θe+iφ +β

2 cos θ

)
(3)

Hc = Ecenter (4)

これらのハミルトニアンを用いて励起状態と基底状態のエネルギー固有値を求める
H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (5)

H1/2 = HM1/2 (6)

H3/2 |ej〉 = Eg,j |ej〉 (7)

H1/2 |gi〉 = Ee,i |gi〉 (8)

|gi〉 =





〈mgi = I | ngi〉
〈mgi = I − 1 | ngi〉
〈mgi = I − 2 | ngi〉

...




, |ej〉 =





〈
mej = I | nej

〉
〈
mej = I − 1 | nej

〉
〈
mej = I − 2 | nej

〉

...




(9)

ai,j(L,m) =
∑

mej−mgi=m

〈
mej | nej

〉
〈mgi | ngi〉

∗ 〈IgiLmgim | Iejmej

〉
(10)
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eigenvector in the |m〉 basis, and an energy eigenvalue of 0. So if we are interested
in the 2 → 0 transition (170Yb, 166Er. . . ), the only Hamiltonian that needs to be
explicitly computed is the I = 2 excited state Hamiltonian (here β = g2µN Bhf ):

H2 =





6A − 2β cos θ −βe−iφ sin θ A
√

6η 0 0

−βeiφ sin θ −3A − β cos θ −
√

6
2 β sin θe−iφ 3Aη 0

A
√

6η −β
√

6
2 eiφ sin θ −6A −

√
6

2 β sin θe−iφ B
√

6η

0 3Aη −
√

6
2 β sin θeiφ −3A + β cos θ −β sin θe−iφ

0 0 A
√

6η −β sin θeiφ 6A + 2β cos θ





(11)

With the excited and ground state Hamiltonians now analytically expressed, a rou-
tine may compute the components, given a set of hyperfine parameters, then
proceed to the numerical diagonalization, and finally compute the line positions and
intensities.

※ 6
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フォワードモデル（K はサイト数）
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フォワードモデル詳細

〈
IgiLmgim | Iejmej

〉
= (−1)Igi−mgi

√
2Iej + 1

2
(
Iej − Igi

)
+ 1

〈
IejIgimej −mgi | Lm

〉
(10)

INTi,j =

∫ π

ϑ=0

∫ 2π

ϕ=0
EM1 ·E∗

M1 sinϑdϕdϑ (11)

= |ai,j(1, 1)|2 + |ai,j(1, 0)|2 + |ai,j(1,−1)|2 (12)

Ei,j = Ee,i − Eg,j (13)

フォワードモデルのローレンチアン
f(x; θ) =

∑

i,j

1

π

INTi,j × Γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + Γ2
(14)

1.1 複数サイト

H3/2 =
K∑

k

H3/2,k =
K∑

k

HM3/2,k +HQ3/2,k (15)

H1/2 =
K∑

k

H1/2,k =
K∑

k

HM1/2,k +HQ1/2,k (16)

各サイト k のフォワードモデルを以下のように定義する．
f(x; θk, k) :=

∑

i,j

1

π

INTi,j,k × Γk

(x− Ei,j,k − Eshift,k)2 + Γ2
k

(17)

F (x; θ) =
K∑

k

f(x; θk, k) (18)

2 解析手法
2.1 ベイズ最適化

y = f(x; θ) + ε (19)

ガウスノイズを仮定すると尤度関数は
p(y|x, θ) = 1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
(y − f(x; θ))2

)
(20)

データ yi, xi, (i = 1, . . . , n)が独立に得られたとすると，尤度関数は以下のようになる．
p(D|θ) =

n∏

i=1

p(yi|xi, θ) ∝ exp
(
− n

σ2
E(θ)

)
(21)

2
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1 フォワードモデル
今回用いたハミルトニアンは全角運動量 I = 3

2

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ

0 0 −
√
3
2 α sin θe−iφ − 3

2α cos θ




(1)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0
0

√
3Aη 0 3A



 (2)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe−iφ

−β
2 sin θe+iφ +β

2 cos θ

)
(3)

これらのハミルトニアンを用いて励起状態と基底状態のエネルギー固有値を求める
H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (4)

H1/2 = HM1/2 (5)

H3/2 |ej〉 = Eg,j |ej〉 (6)

H1/2 |gi〉 = Ee,i |gi〉 (7)

|gi〉 =





〈mgi = I | ngi〉
〈mgi = I − 1 | ngi〉
〈mgi = I − 2 | ngi〉

...




, |ej〉 =





〈
mej = I | nej

〉
〈
mej = I − 1 | nej

〉
〈
mej = I − 2 | nej

〉

...




(8)

ai,j(L,m) =
∑

mej−mgi=m

〈
mej | nej

〉
〈mgi | ngi〉

∗ 〈IgiLmgim | Iejmej

〉
(9)

1

〈
IgiLmgim | Iejmej

〉
= (−1)Igi−mgi

√
2Iej + 1

2
(
Iej − Igi

)
+ 1

〈
IejIgimej −mgi | Lm

〉
(11)

INTi,j =

∫ π

ϑ=0

∫ 2π

ϕ=0
EM1 ·E∗

M1 sinϑdϕdϑ (12)

= |ai,j(1, 1)|2 + |ai,j(1, 0)|2 + |ai,j(1,−1)|2 (13)

Ei,j = Ee,i − Eg,j + Ecenter (14)

フォワードモデルのローレンチアン
f(x; θ) =

∑

i,j

1

π

INTi,j × Γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + Γ2
(15)

1.1 複数サイト

H3/2 =
K∑

k

H3/2,k =
K∑

k

HM3/2,k +HQ3/2,k (16)

H1/2 =
K∑

k

H1/2,k =
K∑

k

HM1/2,k +HQ1/2,k (17)

各サイト k のフォワードモデルを以下のように定義する．
f(x; θk, k) :=

∑

i,j

1

π

INTi,j,k × Γk

(x− Ei,j,k − Eshift,k)2 + Γ2
k

(18)

F (x; θ) =
K∑

k

f(x; θk, k) (19)

2 解析手法
2.1 ベイズ最適化

y = f(x; θ) + ε (20)

ガウスノイズを仮定すると尤度関数は
p(y|x, θ) = 1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
(y − f(x; θ))2

)
(21)

データ yi, xi, (i = 1, . . . , n)が独立に得られたとすると，尤度関数は以下のようになる．
p(D|θ) =

n∏

i=1

p(yi|xi, θ) ∝ exp
(
− n

σ2
E(θ)

)
(22)
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p1(Θ|D) ∝ 1

Z1(K)
exp

(
−nβ1

σ2
E(Θ)

)
(1)

p2(Θ|D) ∝ 1

Z2(K)
exp

(
−nβ2

σ2
E(Θ)

)
(2)

p3(Θ|D) ∝ 1

Z3(K)
exp

(
−nβ3

σ2
E(Θ)

)
(3)

β1 > β2 > β3 (4)

D (5)

Θ (6)

f(x;Θ) (7)

p(D|Θ) (8)

p(Θ|D) ∝ p(D|Θ)p(Θ) (9)

f(x;Θ) =
K∑

k

f̃
(
x; Θ̃k

)
(10)

f̃
(
x; Θ̃k

)
:=

∑

i,j

1

π

INTi,j,k × Γk

(x− Ei,j,k − Eshift,k)
2 + Γ2

k

(11)

Z̃n(β) :=

∫
dw exp [−nβEn(Θ)]ϕ(Θ) (12)

En(Θ) =
n∑

i=1

1

2n
(yi − f (xi;Θ))2 (13)

E [Fn(β)] = −
∫

logZn(β)q(x)dx (14)

=

∫ {
log

1

q(x)
+ log

q(x)

Zn(β)

}
q(x)dx (15)

= nS +KL (q‖Zn(β)) (16)

E [·] (17)

HQ (18)

1
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解析手法；従来の解析手法

ハミルトニアンやサイト数は，
別の実験結果より事前に決定した上で最小二乗法
によるフィッティング

従来の解析手法

ベイズ推論から，
ハミルトニアンやサイト数，パラメータの値を推定し
フィッティング

本研究の解析手法

スペクトルデータ
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解析手法；ベイズ推論

ガウスノイズフォワードモデル

データが得られた時のパラメータの確率（事後確率）を計算
→事後確率からMAP推定値を計算

※ ：パラメータ集合 ：データ集合
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解析手法；交換モンテカルロ法

局所的解に陥っても大域解を探索可能
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様々な逆温度のMCMCのサンプルを交換
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ベイズ自由エネルギーの計算式

解析手法；ベイズ自由エネルギー

各ハミルトニアンのフォワードモデルでベイズ自由エネルギーの計算を行う

3 自由エネルギーによるノイズ強度の推定
以下の式を用いて，各逆温度 βに関して自由エネルギー Fn(β)を計算することでノイズ強度の推定を行った．

Z̃n(β) :=

∫
dw exp [−nβEn(w)]ϕ(w) (1)

Fn(β) := − logZn(β) (2)

= βF̃n(β)−
n

2
(log β − log 2π) (3)

F̃n(β) := − 1

β
log Z̃n(β) (4)

ただし，ここではパラメータ集合をw，データ数を n，事前分布を ϕ(w)，パラメータwに対する誤差関
数をEn(w)としている．それぞれの自由エネルギーの計算結果は以下のようになった．

図 4: ノイズ強度 0.01の各逆温度における自由エネルギー（左）とノイズ強度 0.05の各逆温度における
自由エネルギー（右）と人工データのノイズ強度 (赤線)

図 4より，自由エネルギー最小値の逆温度がノイズ強度と一致することがわかった．

4 来週の課題
• 　メスバウアー分光スペクトルの人工データのハミルトニアンもしくはパラメータの真値を変え
た場合の解析

3

：フォワードモデル
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3 自由エネルギーによるノイズ強度の推定
以下の式を用いて，各逆温度 βに関して自由エネルギー Fn(β)を計算することでノイズ強度の推定を行った．

Z̃n(β) :=

∫
dw exp [−nβEn(w)]ϕ(w) (1)

Fn(β) := − logZn(β) (2)

= βF̃n(β)−
n

2
(log β − log 2π) (3)

F̃n(β) := − 1

β
log Z̃n(β) (4)

ただし，ここではパラメータ集合をw，データ数を n，事前分布を ϕ(w)，パラメータwに対する誤差関
数をEn(w)としている．それぞれの自由エネルギーの計算結果は以下のようになった．

図 4: ノイズ強度 0.01の各逆温度における自由エネルギー（左）とノイズ強度 0.05の各逆温度における
自由エネルギー（右）と人工データのノイズ強度 (赤線)

図 4より，自由エネルギー最小値の逆温度がノイズ強度と一致することがわかった．

4 来週の課題
• 　メスバウアー分光スペクトルの人工データのハミルトニアンもしくはパラメータの真値を変え
た場合の解析
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：周辺尤度
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解析結果；フィッティング結果

人工データによるフィッティング結果

行った．自由エネルギーを計算したハミルトニアンは以下の 3通りである．
H1 =

3∑

i=1

Hc,i (1)

H2 = Hc,1 +HQ,1 +Hc,2 (2)

H3 =
2∑

i=1

Hc,i +HQ,i (3)

(4)

それぞれのハミルトニアンはピークが 3個になるようなハミルトニアンの組み合わせになっている．
これらのハミルトニアンによるフォワードモデルによって自由エネルギーを計算したところ以下のよ

うになった．ただし，交換モンテカルロは 2,000,000ステップのうち 1,000,000ステップをバーンインと
している．

(a) ノイズ強度に対する自由エネルギーのグラフ (b) 拡大した自由エネルギーのグラフ
図 2: 各ハミルトニアンの組み合わせにおける自由エネルギーのグラフ

表 2: 各サイト数における自由エネルギー（人工データのハミルトニアンはHc,1 +HQ,1 +Hc,2）推定に用いたハミルトニアン 自由エネルギーの最低値
Hc,1 +HQ,1 +Hc,2 -1621.00
∑2

i=1Hc,i +HQ,i -1620.27
∑3

i=1Hc,i -1197.56

以上より，Hc,1 +HQ,1 +Hc,2の場合で自由エネルギーが最小になっていることから，正しく複数サイトのハミルトニアン選択ができていることがわかる．∑2
i=1Hc,i +HQ,iの場合も同様に低いが，これは片方のハミルトニアンのパラメータAが 0になっているとハミルトニアンHc,1 +HQ,1 +Hc,2と等しくなるからである.
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人工データのガウスノイズの標準偏差は左図:0.003, 右図:0.01
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解析結果；信頼区間の相転移

推定値の信頼区間の評価

→精度高くフィッティングできるノイズ強度の評価

人工データのノイズ強度（sigma）を変えた際の信頼区間の変化

信頼区間の変化
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解析結果；ハミルトニアン選択

のみで生成した人工データに関するノイズ推定とハミルトニアン選択

→ の自由エネルギーが最も低い

（単一サイト）

スペクトルデータ

各ハミルトニアンでのノイズ強度に対する自由エネルギー
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スペクトルのピーク数になりうるハミルトニアン全通りでハミルトニアン選択

ピーク数12個になりうるハミルトニアンの組み合わせ

スペクトルデータ

解析結果；ハミルトニアン選択
（複数サイト）
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各ハミルトニアンでのノイズ強度に対する自由エネルギー

による人工データ

表 3: 各サイトの人工データのパラメータパラメータ A Bhf η θ φ Ecenter Γ

サイト１ (Hc,1 +HQ,1 +HM,1) -3.0 40.0 1.0 0.0 0.0 240.0 3.0

サイト２ (Hc,2 +HQ,2 +HM,2) 0.0 40.0 1.0 0.0 0.0 260.0 3.0
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今後の展望

• 一部が完全に重なっているスペクトルへの応用

• 実データへの応用

• NMRへの解析手法の応用
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（例）MFe2O4のメスバウアースペクトル
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