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メスバウアースペクトルとは
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週報No.16 210729

修士課程 1年 森口椋太

1 活動内容
今週は，ハミルトニアン選択の実験とノイズ強度を変えた時の事後分布の広がりの変化を計算した．

以下でそれぞれの実験結果をまとめる．

2 ハミルトニアン選択
ハミルトニアン選択では，以下の四極子相互作用のハミルトニアンHQ3/2,HQ1/2と磁気相互作用のハミルトニアンHM3/2,HM1/2を用いた．

H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (1)

H1/2 = HM1/2 +HQ1/2 (2)

それぞれの行列要素は以下のようになる．

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ

0 0 −
√
3
2 α sin θe−iφ −3

2α cos θ




(3)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0

0
√
3Aη 0 3A




(4)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe

−iφ

−β
2 sin θe

+iφ +β
2 cos θ

)
(5)

HQ1/2 = 0 (6)

実験では，フォワードモデルのハミルトニアンがHQ3/2,HQ1/2のみの場合，HM3/2,HM1/2のみの場合，両方の場合でそれぞれの自由エネルギーを計算した．パラメータの真値は以下のように設定した．
A = −3, Bhf = 40, η = 0

θ = 0, φ = 0, ECenter = 250, Γ = 3

実験結果は図 2のようになった．

1

スペクトルに関係する３つのハミルトニアン

• 磁気的相互作用項：

• 四極子相互作用項：

• 異性体シフト：
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A complete solution to the Mössbauer problem, all in one place 95

Figure 2 Schematic of the φ
and θ angles, Vzz and Bhf
as they appear in the
Hamiltonian of (7).
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α = g 3
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µN Bhf , where g 3

2
is the appropriate value for the gyromagnetic factor of the

nucleus in the I = 3
2 state, we may write (matrices constructed as described in [13]):

H3/2 =


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3A − 3
2α cos θ −

√
3

2 α sin θe−iφ
√

3Aη 0

−
√

3
2 α sin θeiφ −3A − α

2 cos θ −α sin θe−iφ
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3Aη
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3
2 α sin θeiφ 3A + 3

2α cos θ
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and setting β = g1/2µN Bhf :

H1/2 =
( − β

2 cos θ − β
2 sin θe−iφ

− β
2 sin θe+iφ + β

2 cos θ

)
(10)

The I = 0 case is of particular mathematical interest because the Hamiltonian in
(7) is null. This case is treated by considering the state to have a unidimensional
eigenvector in the |m〉 basis, and an energy eigenvalue of 0. So if we are interested
in the 2 → 0 transition (170Yb, 166Er. . . ), the only Hamiltonian that needs to be
explicitly computed is the I = 2 excited state Hamiltonian (here β = g2µN Bhf ):

H2 =





6A − 2β cos θ −βe−iφ sin θ A
√

6η 0 0

−βeiφ sin θ −3A − β cos θ −
√

6
2 β sin θe−iφ 3Aη 0

A
√

6η −β
√

6
2 eiφ sin θ −6A −

√
6

2 β sin θe−iφ B
√

6η

0 3Aη −
√

6
2 β sin θeiφ −3A + β cos θ −β sin θe−iφ

0 0 A
√

6η −β sin θeiφ 6A + 2β cos θ





(11)

With the excited and ground state Hamiltonians now analytically expressed, a rou-
tine may compute the components, given a set of hyperfine parameters, then
proceed to the numerical diagonalization, and finally compute the line positions and
intensities.
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HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe−iφ

−β
2 sin θe+iφ +β

2 cos θ
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(3)

Hc = Ecenter (4)

これらのハミルトニアンを用いて励起状態と基底状態のエネルギー固有値を求める
H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (5)

H1/2 = HM1/2 (6)

H3/2 |ej〉 = Eg,j |ej〉 (7)

H1/2 |gi〉 = Ee,i |gi〉 (8)

|gi〉 =





〈mgi = I | ngi〉
〈mgi = I − 1 | ngi〉
〈mgi = I − 2 | ngi〉

...




, |ej〉 =





〈
mej = I | nej

〉
〈
mej = I − 1 | nej

〉
〈
mej = I − 2 | nej

〉

...




(9)

ai,j(L,m) =
∑

mej−mgi=m

〈
mej | nej

〉
〈mgi | ngi〉

∗ 〈IgiLmgim | Iejmej

〉
(10)
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HM3/2,HM1/2 (1)

HQ3/2,HQ1/2 (2)

Hc (3)

f(x;Θ) =
∑

i,j

1

π

Ii,j × γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + γ2
(4)

Hc +HQ +HM (5)

S =





0 · · · 0 b1

1
. . . 0 b2

0
. . .

. . .
...

. . .
. . . 0 bN−1

0 · · · 0 1 bN





(6)

maximize z = x1 + x2
subject to 3x1 + 2x2 + x3 = 12

x1 + 2x2 + x4 = 8

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

(7)

η = 1− c

1 + c
(8)

lk = ηkl0 (9)

=

(
2

1 +
√
5

)k

l0 (10)

keep xjj = 1, 2, · · · , p
discard xjj = p+ 1, p+ 2, · · · ,m

(11)

F (τ) = f(ξ(τ)) (12)

∂F

∂τ
= −∇f(ξ)∇f(x) = 0 (13)

f(x, y) = x2 + 3y2 (14)

ξ = x− τ∇f(x) = (1− 2τ)xx̂+ (1− 6τ)yŷ (15)

F (τ) = f(ξ(τ)) = (1− 2τ)2x2 + 3(1− 6τ)2y2 (16)

F ′(τ) = −4(1− 2τ)x2 − 36(1− 6τ)y2 (17)

τ =
x2 + 9y2

2x2 + 54y2
(18)
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物理モデル：

物理モデル詳細

〈
IgiLmgim | Iejmej

〉
= (−1)Igi−mgi

√
2Iej + 1

2
(
Iej − Igi

)
+ 1

〈
IejIgimej −mgi | Lm

〉
(10)

INTi,j =

∫ π

ϑ=0

∫ 2π

ϕ=0
EM1 ·E∗

M1 sinϑdϕdϑ (11)

= |ai,j(1, 1)|2 + |ai,j(1, 0)|2 + |ai,j(1,−1)|2 (12)

Ei,j = Ee,i − Eg,j (13)

フォワードモデルのローレンチアン
f(x; θ) =

∑

i,j

1

π

INTi,j × Γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + Γ2
(14)

1.1 複数サイト

H3/2 =
K∑

k

H3/2,k =
K∑

k

HM3/2,k +HQ3/2,k (15)

H1/2 =
K∑

k

H1/2,k =
K∑

k

HM1/2,k +HQ1/2,k (16)

各サイト k のフォワードモデルを以下のように定義する．
f(x; θk, k) :=

∑

i,j

1

π

INTi,j,k × Γk

(x− Ei,j,k − Eshift,k)2 + Γ2
k

(17)

F (x; θ) =
K∑

k

f(x; θk, k) (18)

2 解析手法
2.1 ベイズ最適化

y = f(x; θ) + ε (19)

ガウスノイズを仮定すると尤度関数は
p(y|x, θ) = 1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
(y − f(x; θ))2

)
(20)

データ yi, xi, (i = 1, . . . , n)が独立に得られたとすると，尤度関数は以下のようになる．
p(D|θ) =

n∏

i=1

p(yi|xi, θ) ∝ exp
(
− n

σ2
E(θ)

)
(21)
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これらのハミルトニアンを用いて励起状態と基底状態のエネルギー固有値を求める
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フォワードモデルのローレンチアン
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1.1 複数サイト
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K∑

k

HM3/2,k +HQ3/2,k (16)

H1/2 =
K∑
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2 解析手法
2.1 ベイズ最適化

y = f(x; θ) + ε (20)
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データ yi, xi, (i = 1, . . . , n)が独立に得られたとすると，尤度関数は以下のようになる．
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※今回は粉末資料を想定
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=
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解析手法；従来の解析手法

8

最小二乗法によるフィッティング
超微細相互作用の数と組み合わせは，
別の実験結果やスペクトルの形から決定

従来の解析手法

ベイズ推論から，
超微細相互作用の数と組み合わせ＆
パラメータの値を推定し，フィッティングと物理量の評価

本研究の解析手法

• 相互作用の事前情報が必要
• 点推定である
• 局所最適解に陥りやすい

従来手法の問題点



目次

• メスバウアースペクトルとは
• 解析手法
-従来の解析手法
-ベイズ推論について
-交換モンテカルロ法について
-ベイズ自由エネルギーについて
• 解析結果
• 今後の展望

9



解析手法；ベイズ推論

10

尤度物理モデル

データが得られた時のパラメータの確率（事後確率）を計算
→事後確率からMAP推定値を計算 (Nagata et al. 2012)

※ ：パラメータ集合 ：データ集合

p1(θ|D) ∝ 1

Z1(K)
exp

(
−nβ1

σ2
E(θ)

)
(1)

p2(θ|D) ∝ 1

Z2(K)
exp

(
−nβ2

σ2
E(θ)

)
(2)

p3(θ|D) ∝ 1

Z3(K)
exp

(
−nβ3

σ2
E(θ)

)
(3)

β1 > β2 > β3 (4)

D (5)

θ (6)

f(θ) (7)

p(D|θ) (8)

p(θ|D) ∝ p(D|θ)p(θ) (9)

1

ベイズ推論概念図

事後確率；
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∫
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=
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state are expressed as follows.

H3/2 |ej〉 = Eg,j |ej〉 , (5)

H1/2 |gi〉 = Ee,i |gi〉 . (6)

The transition energy of the absorption process in Mössbauer spectroscopy is calculated

from the difference of the eigenenergies. However, since Ecenter is independent of the

magnetic quantum number of nuclear spins, we can write

Ei,j = Ee,i − Eg,j + Ecenter. (7)

Next, the absorption intensity is calculated. In general, when the eigenstates at the time

of nuclear spin I are expanded in terms of the spin quantum numbers, the coefficients

can be written as in Eq.8.

|gi〉 =





〈mgi = I | ngi〉
〈mgi = I − 1 | ngi〉
〈mgi = I − 2 | ngi〉

...




, |ej〉 =





〈
mej = I | nej

〉
〈
mej = I − 1 | nej

〉
〈
mej = I − 2 | nej

〉

...




. (8)

Using these expansion coefficients, the transition probability to each level is calculated

as in Eq.9.

ai,j(L,m) =
∑

mej−mgi=m

〈
mej | nej

〉
〈mgi | ngi〉

∗ 〈IgiLmgim | Iejmej

〉
. (9)

where ai,j(L,m) is the transition probability from the ground state energy levelEg,j

toEe,i. However,
〈
IgiLmgim | Iejmejmej

〉
is the Klebsch-Gordan coefficient.

〈
IgiLmgim | Iejmej

〉
= (−1)Igi−mgi

√
2Iej + 1

2
(
Iej − Igi

)
+ 1

〈
IejIgimej −mgi | Lm

〉
. (10)

M1 transition from nuclear spin 1/2 to 3/2, Fe-57 Mössbauer spectroscopy The intensity

of the spectrum is given by the transition probability in the case of a powder sample,

Eq.9. can be described as follows using the following formula.

Ii,j = |ai,j(1, 1)|2 + |ai,j(1, 0)|2 + |ai,j(1,−1)|2. (11)

From Eq.7 and 11, the forward model of the Mössbauer spectra can be described by

the following Lorentzian.

f(x;Θ) =
∑

i,j

1

π

Ii,j × γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + γ2
. (12)

where the parameter Θ = {A,Bhf , η, θ,φ, Ecenter, γ} represents the parameter set
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解析手法；交換モンテカルロ法

12
局所的解に陥っても大域解を探索可能

p1(θ|D) ∝ 1

Z1(K)
exp

(
−nβ1

σ2
E(θ)
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(1)

p2(θ|D) ∝ 1

Z2(K)
exp
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p3(θ|D) ∝ 1

Z3(K)
exp

(
−nβ3

σ2
E(θ)

)
(3)

β1 > β2 > β3 (4)

1

※

様々な逆温度のMCMCのサンプルを交換 (Hukushima and Nemoto 1996)

交換モンテカルロ法概念図
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解析手法；ベイズ自由エネルギー

14

ベイズ自由エネルギーの計算式

得られた事後分布からベイズ自由エネルギーの計算を行う

3 自由エネルギーによるノイズ強度の推定
以下の式を用いて，各逆温度 βに関して自由エネルギー Fn(β)を計算することでノイズ強度の推定を行った．
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Fn(β) := − logZn(β) (2)

= βF̃n(β)−
n

2
(log β − log 2π) (3)

F̃n(β) := − 1

β
log Z̃n(β) (4)

ただし，ここではパラメータ集合をw，データ数を n，事前分布を ϕ(w)，パラメータwに対する誤差関
数をEn(w)としている．それぞれの自由エネルギーの計算結果は以下のようになった．

図 4: ノイズ強度 0.01の各逆温度における自由エネルギー（左）とノイズ強度 0.05の各逆温度における
自由エネルギー（右）と人工データのノイズ強度 (赤線)

図 4より，自由エネルギー最小値の逆温度がノイズ強度と一致することがわかった．

4 来週の課題
• 　メスバウアー分光スペクトルの人工データのハミルトニアンもしくはパラメータの真値を変え
た場合の解析
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解析結果

16
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解析結果；ハミルトニアン選択
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異性体シフト＋四極子相互作用＋核ゼーマン相互作用の場合の実験結果

の自由エネルギーが最も低い

の生成モデルとフィッティング
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解析結果；事後分布

18
→AとBhf，ηに相関が見られる

異性体シフト＋四極子相互作用＋核ゼーマン相互作用



解析結果；事後分布

19

AとBhf，ηに関係が見られるのは，今回の想定している57Fe の特徴

エネルギー固有値
の事後分布を算出

→得られたサンプルを用いて更なる議論が可能

𝐸!
",
!
"
=
1
2𝑔!/"𝜇%𝐵&' + 3𝐴 1 +

𝑔!/"𝜇%𝐵&'
3𝐴

"
+
𝜂"

3



まとめ

• ベイズ推論により，事前情報なしで超微細相互作用の推定
からフィッティングまでの解析が可能になった

• サンプルから物理量などの事後分布を求めることで，解析結
果の議論が可能になった
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-交換モンテカルロ法について
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• 解析結果
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今後の展望

• 結晶試料・複数サイトへの応用

• 実データへの応用

• NMRへの解析手法の応用
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（例）MFe2O4のメスバウアースペクトル


