
1 問題設定
前のファイルを参照

2 ベイズ推論
2.1 aと bの分布

yi = axi + b + ni

ni：ノイズ
前提：すべての事象が確率的に起こる

ni ∼ N(0, σ2)

p(ni) =
1√
2πσ

exp(− n2
i

2σ2
)

X = {x1, x2,⋯, xN}
Y = {y1, y2,⋯, yN}

Xと Yから aと bの確率分布が知りたい

O x

y

O x

y

p(a, b)??

最小二乗法では aと bの推定値は左右で同じ
ベイズ統計では aと bの推定量が

シャープな Gauss分布を与える←→ブロードな Gauss分布になる
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p(A ∣ B)p(B) =(B が起こった後に Aが起こる確率)× (B が起こる確率)

確率の積の法則

p(A,B) = p(A∣B)p(B) ←Ð因果律
= p(B∣A)p(A) ←Ð自然科学、データ解析

A B

原因 結果

生成モデル
p(B∣A)

因果律

推論：結果から原因を探る

p(A∣B)p(B) = p(B∣A)p(A)

p(A∣B) = 1

p(B)
p(B∣A)p(A)

∝ p(B∣A)p(A)

a, b

X

Y

p(a, b ∣X,Y)が知りたい

同時分布
p(X,Y, a, b)
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p(X,Y, a, b) = p(Y∣X, a, b)p(X)p(a, b)

p(Y∣X, a, b) =
N

∏
i=1

1√
2πσ

exp(−{yi − (axi + b)}2

2σ2
)

= (2πσ2)−
N
2 exp

⎛
⎝
− N

2σ2

1

N

N

∑
i=1
{yi − (axi + b)}2

::::::::::::::::::

E(a,b)

⎞
⎠

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a, b))

E(a, b) = E(a0, b0) + x2(a − a0)2 + (b − b0)2

a0 =
xy

x2
, b0 = y

p(X,Y, a, b) = p(Y∣X, a, b)p(X)p(a, b)
= p(a, b ∣X,Y)p(X,Y)

ここで，p(X,Y)はいま a, bを変数とみているため定数であり，また p(X), p(a, b)が一様分布
であると仮定すると，

p(a, b ∣X,Y)∝ p(Y∣X, a, b)

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a, b))

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0, b0))

× exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)

× exp(− N

2σ2
(b − b0)2)

∝ exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2) exp(−

N

2σ2
(b − b0)2)

p(a, b∣X,Y) = p(a∣X,Y)p(b∣X,Y)と書ける
∫ da p(a∣X,Y) = ∫ db p(b∣X,Y) = 1より

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

p(a∣X,Y) =
√

Nx2

2πσ2 exp(−Nx2

2σ2 (a − a0)2)

p(b∣X,Y) =
√

N
2πσ2 exp(− N

2σ2 (b − b0)2)

となる
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p(a∣X,Y)

a

σ√
Nx2

a0 = xy

x2

p(b∣X,Y)

b

σ√
N

b0 = y

2.2 ノイズ σ の推定

a, b

X

σ

Y

生成モデル
p(Y∣X, a, b)

ノイズ σ を取り入れる
p(Y∣X, a, b, σ)

p(σ∣X,Y)→ σを決めて
p(a, b∣X,Y, σ)
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p(X,Y, a, b, σ)を考える

p(X,Y, σ) = ∫ da ∫ db p(X,Y, a, b, σ)
::::::::::::

p(σ)p(a,b)p(X)p(Y∣X,a,b,σ)

∝ ∫ da ∫ db p(Y∣X, a, b, σ)

p(X,Y, σ) = p(σ∣X,Y)p(X,Y)

∴ p(σ∣X,Y)∝ ∫ da ∫ db p(Y∣X, a, b, σ)

= ∫ da ∫ db (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a, b))

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0, b0))

∫ da exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)

∫ db exp(− N

2σ2
(b − b0)2)

=
√

2πσ2

Nx2

=
√

2πσ2

N

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0, b0)) ×

√
1

N2x2

最大事後確率推定
MAP(Maxium a posteriori)推定

F (σ) = − log p(σ∣X,Y)

= N

2σ2
E(a0, b0) +

N − 2
2

log(2πσ2)

S = σ2

F (S) = N

2S
E(a0, b0) +

N − 2
2

log(2πS)

dF (S)
dS

= − N

2S2
E(a0, b0) +

N − 2
2S

= 0
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S(N − 2) = NE(a0, b0)

S = NE(a0, b0)
N − 2

σ2 = N

N − 2
1

N

N

∑
i=1
{yi − (a0x + b0)}2

= 1

N − 2

N

∑
i=1
{yi − (a0x + b0)}2
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