
1 問題設定
2 ベイズ推論
2.1 aと bの分布

2.2 ノイズ σ の推定
前のファイルを参照

2.3 モデル選択

y = ax + b か y = axか

たとえば ⋯

フックの法則

f = kx +��f0

ニュートンの運動方程式

f =ma +��f0

など y = ax型の理論が選ばれることもある

y = ax の理論を作る

X = {x1, x2,⋯, xN},Y = {y1, y2,⋯, yN}

y = ax

a0 =
xy

x2
(MAP推定 )

p(a ∣ X,Y) =

√
Nx2

2πσ2
exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)
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p(σ ∣ X,Y)はどうなるか？

E(a) = 1

N

N

∑
i=1
(yi − axi)2

= 1

N

N

∑
i=1
{y2i − 2axiyi + a2x2

i }

= 1

N

N

∑
i=1

y2i − 2a
1

N

N

∑
i=1

xiyi + a2
1

N

N

∑
i=1

x2
i

= y2 − 2axy + a2x2

∂E(a)
∂a

= −2xy + 2ax2 = 0

よって
a = xy

x2

のとき E(a)が最小。平方完成すると

E(a) = x2(a2 − 2axy
x2
+ (xy

x2
)
2

− (xy
x2
)
2

) + y2

= x2(a − xy

x2
)
2

+ (xy)
2

x2
+ y2

a0 =
xy

x2

E(a0) =
(xy)2

x2
+ y2

したがって E(a)は次のように書き換えられる

E(a) = E(a0) + x2(a − a0)2

aの分布

yi = axi + ni

ni ∼ N(0, σ2)

p(ni) =
1√
2πσ

exp(− n2
i

2σ2
)

X = {x1, x2,⋯, xN}
Y = {y1, y2,⋯, yN}

p(a ∣ X,Y)が知りたい
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X

a Y

同時分布

p(X,Y, a)

p(X,Y, a) = p(Y ∣ X, a)p(X)p(a)

p(Y ∣ X, a) =
N

∏
i=1

1√
2πσ

exp(−(yi − axi)2

2σ2
)

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2

1

N

N

∑
i=1
(yi − ai)2)

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a))

E(a) = E(a0) + x2(a − a0)2

a0 =
xy

x2

p(X,Y, a) = p(Y ∣ X, a)p(X)p(a)
= p(a ∣ X,Y)p(X,Y)

∴ p(a ∣ X,Y)∝ p(Y ∣ X, a)

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a))

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0)) exp(−

Nx2

2σ2
(a − a0)2)

∝ exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)

∫ da p(a ∣ X,Y) = 1より

p(a ∣ X,Y) =

√
Nx2

2πσ2
exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)

となる
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p(a∣X,Y)

a

σ√
Nx2

a0 = xy

x2

ノイズ σ の推定

a

X

σ

Y

生成モデル

p(Y ∣ X, a, σ)
p(σ ∣ X,Y)→ σを決めて
p(a ∣ X,Y, σ)

が得られる
p(X,Y, a, σ)を考える

p(X,Y, σ) = ∫ da p(X,Y, a, σ)
::::::::::

p(σ)p(a)p(X)p(Y∣X,a,σ)

∝ ∫ da p(σ)p(a)p(X)p(Y ∣ X, a, σ),

p(X,Y, σ) = p(σ ∣ X,Y)p(X,Y)

∴ p(σ ∣ X,Y)∝ ∫ da p(Y ∣ X, a, σ)

= ∫ da (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a))

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0)) ∫ da exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)

= (2πσ2)−
N−1
2 exp(− N

2σ2
E(a0)) ×

√
1

Nx2
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MAP推定

F (σ) = − log p(σ ∣ X,Y)

= N

2σ2
E(a0) +

N − 1
2

log(2πσ2)

変数変換 S = σ2

F (S) = N

2S
E(a0) +

N − 1
2

log(2πS)

dF (S)
dS

= − N

2S2
E(a0) +

N − 1
2S

= 0

S の微分 = 0より
S(N − 1) = NE(a0)

S = N

N − 1
E(a0)

σ2 = N

N − 1
1

N

N

∑
i=1
(yi − a0xi)2

= 1

N − 1

N

∑
i=1
(yi − a0xi)2

y = ax の理論を作る

X = {x1, x2,⋯, xN},Y = {y1, y2,⋯, yN}

y = ax

a0 =
xy

x2
(MAP推定 )

p(a ∣ X,Y) =

√
Nx2

2πσ2
exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)

p(σ ∣ X,Y)？？

σ は

σ2 = N

N − 1
E(a0)

= 1

N − 1

N

∑
i=1
(yi − a0xi)2

と書ける
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モデル選択

K = 1 y = ax
K = 2 y = ax + b

同時分布

p(X,Y, a, b,K = 2)
p(X,Y, a,K = 1)

K = 2を考える

p(X,Y, a, b,K = 2)
=p(K = 2)p(a, b ∣K = 2)p(Y ∣ X, a, b)p(X)
p(X,Y,K = 2)

=∫ da∫ db p(X,Y, a, b,K = 2) (周辺化)

=p(K = 2 ∣ X,Y)p(X,Y)

∴ p(K = 2 ∣ X,Y)∝ ∫ da ∫ db p(X,Y, a, b,K = 2)

∝ ∫ da ∫ db p(Y ∣ X, a, b)

= ∫ da ∫ db (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2

1

N

N

∑
i=1
{yi − (axi + b)}2)

= ∫ da ∫ db (2πσ2)−
N
2 exp(−N

2σ
E(a, b))

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0, b0))∫ da exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)∫ db exp(− N

2σ2
(b − b0)2)

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0, b0))

√
2πσ2

Nx2
×
√

2πσ2

N

F (K = 2) = − log p(K = 2 ∣ X,Y)

= N{ 1

2σ2
E(a0, b0) +

logN

2N
+ logN

2N
+O( 1

N
)}

= N{ 1

2σ2
E(a0, b0) +

logN

N
+O( 1

N
)}
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K = 1を考える

p(X,Y, a,K = 1)
=p(K = 1)p(a ∣K = 1)p(Y ∣ X, a)p(X)
p(X,Y,K = 1)

=∫ da p(X,Ya,K = 1)

=p(K = 1 ∣ X,Y)p(X,Y)

∴ p(K = 1 ∣ X,Y)∝ ∫ da p(X,Y, a,K = 1)

= ∫ da (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2

1

N

N

∑
i=1
(yi − axi)2)

= ∫ da (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a))

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0))∫ da exp(−Nx2

2σ2
(a − a0)2)

= (2πσ2)−
N
2 exp(− N

2σ2
E(a0)) ×

√
2πσ2

x2

F (K = 1) = − log p(K = 1 ∣ X,Y)

= N{ 1

2σ2
E(a0) +

logN

2N
+O( 1

N
)}
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