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アンケート
•スペクトルや画像データからフィッティングを⾏
なっている
•そのフィッティングの際に、パラメータを⼿打ち
で決めている。最急降下法などを使っているが、
うまくいかない。
•フィッティング⽤のモデルが複数あって、事前に
どれを使うかを決めておかないといけない。
•S/Nが悪いデータや⽋損データをなんとかした。
•複数計測の統合を⾏いたい。

•そのような⽅は、⼀度ベイズ計測をお試しくださ
い。
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メスバウアーにおけるハミルトニアン

E は，

E＝µn HM /I

と示される。ただし，基底及び励起の核磁気モー

メント µnはそれぞれ µng，µnex とする。これら

分裂の間隔 ∆E から内部磁場の大きさを求める。
磁気分裂した吸収線の強度比は，γ 線の入射
方向と磁化の方向を反映するので磁場配向につ

いての情報が得られる。多結晶試料の各吸収線

の強度比は，磁気モーメントがランダムに向い

ているため３：２：１：１：２：３となる。鉄板表

面では磁区が面内に揃うので，入射 γ 線に対
して垂直となり，その強度比は３：４：１：１：

４：３になる。

分裂全体の広がりが内部磁場の大きさ Bhfを
反映し，その値を物質の同定に用いることがで

きる。例えば常温で純 α -Fe は３３．３T，Fe３C
は２０．８Tの内部磁場を示す。

３・２・４ 電気四極子相互作用と磁気双極子相

互作用の共存

磁気分裂ピークが観測されるとき電気四極子

相互作用があると内側の４本と外側の２本の吸

図１ ５７Co 及び５７Mnのメスバウアー線源の壊変図（Mo..ssbauer
Effect Data Center より）。
１４．４keVの γ 線がメスバアースペクトル測定に利用され
る。

図２ ５７Fe のエネルギー準位とメスバウアーパラメーター。
∆Eq＝２ε＝（１/２）e２qQ；四極子分裂の幅，Hin‖Vzz；内部磁場（Hin）の向きと電場
勾配の主軸（Vzz）が平行のとき。テキストに説明。

RADIOISOTOPES56 Vol．６２，No．１

（５８）

メスバウアー分光：物質中の原⼦核の吸収スペクトル

別の測定データや事前情報から
ハミルトニアンを決定していた

7



⽬次

•メスバウアーにおけるハミルトニアン

•メスバウアーにおけるベイズ計測

•数値実験

•まとめ

•今後の展望

8



9

尤度物理モデル

データが得られた時のパラメータの確率（事後確率）を計算
→事後確率から推定値を計算 (Nagata et al. 2012)

※ ：パラメータ集合 ：データ集合
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p(H,Θ|D)dΘ = − log

∫
p(Θ|D,H)p(H)dΘ

= − log p(H|D)
(2)

p(Θ) = ϕA(A)ϕBhf (Bhf )ϕη(η)ϕθ(θ)ϕφ(φ)ϕECenter (ECenter )ϕγ(γ) (3)

ϕΓ(Γ) = Gamma(Γ; η,λ) (4)

=
1

G(η)
(λ)η(Γ)η−1 exp(−λΓ) (5)

ϕx(x) = Uniform (x;xmax , xmin ) (6)

x = (A,Bhf , η, θ,φ, ECenter ) (7)

p(Θ|β) = 1√
2πσ2β−1

exp

(
−βθ2

2σ2

)
× 1√

2π
exp

(
−θ2

2

)
(8)

=

√
β

2πσ
exp

(
−(β + σ2)θ2

2σ2

)
(9)

ΘMAP = argmax
ΘH

p(ΘH |D) (10)

Z̃n(βm) =
m−1∏

l=1

〈
exp

(
− n

σ2
model

(βl+1 − βl)En(Θl)

)〉

p(Θl|D,βl)

. (11)

Fn(β) = − log Z̃n(β)−
n

2
(log β − 2 log σmodel − log 2π), (12)

(13)

θt+1 = θt + αξt (14)

ξt ∼ U(0, 1) (15)

Fn(1) = −log

∫
p(D|ΘH)p(ΘH)dΘH (16)

p(D|ΘH) =
1

Z(K)
exp

(
−nβ

σ2
E(Θ)

)
(17)

En(Θ) =
n∑

i=1

1

2n
(yi − f (xi;Θ))2 (18)

1

Θ = {A,Bhf , η, θ,φ, Ecenter,Γ} (1)

f(x;Θ) =
∑

i,j

1

π

Ii,j × Γ

(x− Ei,j − Eshift )
2 + Γ2

(2)

log
p′(D|Θ′

ML)

p(D|ΘML)
(3)

Ltriplet =
∑

xa∈X
max

(
0, ‖f(xa)− f(xp)‖22 − ‖f(xa)− f(xn)‖22 + ε

)
(4)

LInfoNCE = −
∑

x∈X
log

exp
(
f(x)T f(x+)

)
∑

x′∈X exp (f(x)T f(x′))
(5)

= −
∑

x∈X
log

exp
(
f(x)T f(x+)/τ

)
∑

x′∈X exp (f(x)T f(x′)/τ)
(6)

= −
∑

i

log
exp (si,i/τ)∑

k #=i exp (si,k) + exp (si,i/τ)
(7)

F = − log

∫
p(Θ|D)dΘ (8)

F = − log

∫
p(D|Θ)p(Θ)dΘ (9)

F ′ = − log

∫
p′(D|Θ)p(Θ)dΘ (10)

F = − log

∫
p(H,Θ|D)dΘ = − log

∫
p(Θ|D,H)p(H)dΘ

= − log p(H|D)
(11)

p(Θ) = ϕA(A)ϕBhf (Bhf )ϕη(η)ϕθ(θ)ϕφ(φ)ϕECenter (ECenter )ϕγ(γ) (12)

ϕΓ(Γ) = Gamma(Γ; η,λ) (13)

=
1

G(η)
(λ)η(Γ)η−1 exp(−λΓ) (14)

ϕx(x) = Uniform (x;xmax , xmin ) (15)

x = (A,Bhf , η, θ,φ, ECenter ) (16)

p(Θ|β) = 1√
2πσ2β−1

exp

(
−βθ2

2σ2

)
× 1√

2π
exp

(
−θ2

2

)
(17)

=

√
β

2πσ
exp

(
−(β + σ2)θ2

2σ2

)
(18)

1

事前分布
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物理モデル：

物理モデル詳細
〈
IgiLmgim | Iejmej

〉
= (−1)Igi−mgi

√
2Iej + 1

2
(
Iej − Igi

)
+ 1

〈
IejIgimej −mgi | Lm

〉
(10)

INTi,j =

∫ π

ϑ=0

∫ 2π

ϕ=0
EM1 ·E∗

M1 sinϑdϕdϑ (11)

= |ai,j(1, 1)|2 + |ai,j(1, 0)|2 + |ai,j(1,−1)|2 (12)

Ei,j = Ee,i − Eg,j (13)

フォワードモデルのローレンチアン
f(x; θ) =

∑

i,j

1

π

INTi,j × Γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + Γ2
(14)

1.1 複数サイト

H3/2 =
K∑

k

H3/2,k =
K∑

k

HM3/2,k +HQ3/2,k (15)

H1/2 =
K∑

k

H1/2,k =
K∑

k

HM1/2,k +HQ1/2,k (16)

各サイト k のフォワードモデルを以下のように定義する．
f(x; θk, k) :=

∑

i,j

1

π

INTi,j,k × Γk

(x− Ei,j,k − Eshift,k)2 + Γ2
k

(17)

F (x; θ) =
K∑

k

f(x; θk, k) (18)

2 解析手法
2.1 ベイズ最適化

y = f(x; θ) + ε (19)

ガウスノイズを仮定すると尤度関数は
p(y|x, θ) = 1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
(y − f(x; θ))2

)
(20)

データ yi, xi, (i = 1, . . . , n)が独立に得られたとすると，尤度関数は以下のようになる．
p(D|θ) =

n∏

i=1

p(yi|xi, θ) ∝ exp
(
− n

σ2
E(θ)

)
(21)

2

タイトル
ある学生

2021年 10月 4日

1 フォワードモデル
今回用いたハミルトニアンは全角運動量 I = 3

2

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ

0 0 −
√
3
2 α sin θe−iφ − 3

2α cos θ




(1)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0
0

√
3Aη 0 3A



 (2)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe−iφ

−β
2 sin θe+iφ +β

2 cos θ

)
(3)

これらのハミルトニアンを用いて励起状態と基底状態のエネルギー固有値を求める
H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (4)

H1/2 = HM1/2 (5)

H3/2 |ej〉 = Eg,j |ej〉 (6)

H1/2 |gi〉 = Ee,i |gi〉 (7)

|gi〉 =





〈mgi = I | ngi〉
〈mgi = I − 1 | ngi〉
〈mgi = I − 2 | ngi〉

...




, |ej〉 =





〈
mej = I | nej

〉
〈
mej = I − 1 | nej

〉
〈
mej = I − 2 | nej

〉

...




(8)

ai,j(L,m) =
∑

mej−mgi=m

〈
mej | nej

〉
〈mgi | ngi〉

∗ 〈IgiLmgim | Iejmej

〉
(9)

1

〈
IgiLmgim | Iejmej

〉
= (−1)Igi−mgi

√
2Iej + 1

2
(
Iej − Igi

)
+ 1

〈
IejIgimej −mgi | Lm

〉
(11)

INTi,j =

∫ π

ϑ=0

∫ 2π

ϕ=0
EM1 ·E∗

M1 sinϑdϕdϑ (12)

= |ai,j(1, 1)|2 + |ai,j(1, 0)|2 + |ai,j(1,−1)|2 (13)

Ei,j = Ee,i − Eg,j + Ecenter (14)

フォワードモデルのローレンチアン
f(x; θ) =

∑

i,j

1

π

INTi,j × Γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + Γ2
(15)

1.1 複数サイト

H3/2 =
K∑

k

H3/2,k =
K∑

k

HM3/2,k +HQ3/2,k (16)

H1/2 =
K∑

k

H1/2,k =
K∑

k

HM1/2,k +HQ1/2,k (17)

各サイト k のフォワードモデルを以下のように定義する．
f(x; θk, k) :=

∑

i,j

1

π

INTi,j,k × Γk

(x− Ei,j,k − Eshift,k)2 + Γ2
k

(18)

F (x; θ) =
K∑

k

f(x; θk, k) (19)

2 解析手法
2.1 ベイズ最適化

y = f(x; θ) + ε (20)

ガウスノイズを仮定すると尤度関数は
p(y|x, θ) = 1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
(y − f(x; θ))2

)
(21)

データ yi, xi, (i = 1, . . . , n)が独立に得られたとすると，尤度関数は以下のようになる．
p(D|θ) =

n∏

i=1

p(yi|xi, θ) ∝ exp
(
− n

σ2
E(θ)

)
(22)

2

※今回は粉末試料を想定

11

f(x;Θ) =
∑

i,j

1

π

Ii,j × Γ

(x− Ei,j − Eshift )
2 + Γ2

(1)

log
p′(D|Θ′

ML)

p(D|ΘML)
(2)

Ltriplet =
∑

xa∈X
max

(
0, ‖f(xa)− f(xp)‖22 − ‖f(xa)− f(xn)‖22 + ε

)
(3)

LInfoNCE = −
∑

x∈X
log

exp
(
f(x)T f(x+)

)
∑

x′∈X exp (f(x)T f(x′))
(4)

= −
∑

x∈X
log

exp
(
f(x)T f(x+)/τ

)
∑

x′∈X exp (f(x)T f(x′)/τ)
(5)

= −
∑

i

log
exp (si,i/τ)∑

k #=i exp (si,k) + exp (si,i/τ)
(6)

F = − log

∫
p(Θ|D)dΘ (7)

F = − log

∫
p(D|Θ)p(Θ)dΘ (8)

F ′ = − log

∫
p′(D|Θ)p(Θ)dΘ (9)

F = − log

∫
p(H,Θ|D)dΘ = − log

∫
p(Θ|D,H)p(H)dΘ

= − log p(H|D)
(10)

p(Θ) = ϕA(A)ϕBhf (Bhf )ϕη(η)ϕθ(θ)ϕφ(φ)ϕECenter (ECenter )ϕγ(γ) (11)

ϕΓ(Γ) = Gamma(Γ; η,λ) (12)

=
1

G(η)
(λ)η(Γ)η−1 exp(−λΓ) (13)

ϕx(x) = Uniform (x;xmax , xmin ) (14)

x = (A,Bhf , η, θ,φ, ECenter ) (15)

p(Θ|β) = 1√
2πσ2β−1

exp

(
−βθ2

2σ2

)
× 1√

2π
exp

(
−θ2

2

)
(16)

=

√
β

2πσ
exp

(
−(β + σ2)θ2

2σ2

)
(17)

ΘMAP = argmax
ΘH

p(ΘH |D) (18)

1

𝐼!,# ∝ 遷移確率

𝐸!,# = エネルギー固有値
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週報No.16 210729

修士課程 1年 森口椋太

1 活動内容
今週は，ハミルトニアン選択の実験とノイズ強度を変えた時の事後分布の広がりの変化を計算した．

以下でそれぞれの実験結果をまとめる．

2 ハミルトニアン選択
ハミルトニアン選択では，以下の四極子相互作用のハミルトニアンHQ3/2,HQ1/2と磁気相互作用のハミルトニアンHM3/2,HM1/2を用いた．

H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (1)

H1/2 = HM1/2 +HQ1/2 (2)

それぞれの行列要素は以下のようになる．

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ

0 0 −
√
3
2 α sin θe−iφ −3

2α cos θ




(3)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0

0
√
3Aη 0 3A




(4)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe

−iφ

−β
2 sin θe

+iφ +β
2 cos θ

)
(5)

HQ1/2 = 0 (6)

実験では，フォワードモデルのハミルトニアンがHQ3/2,HQ1/2のみの場合，HM3/2,HM1/2のみの場合，両方の場合でそれぞれの自由エネルギーを計算した．パラメータの真値は以下のように設定した．
A = −3, Bhf = 40, η = 0

θ = 0, φ = 0, ECenter = 250, Γ = 3

実験結果は図 2のようになった．

1

スペクトルに関係する３つのハミルトニアン

• 磁気的相互作⽤項：

• 四極⼦相互作⽤項：

• 異性体シフト：
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今週は，ハミルトニアン選択の実験とノイズ強度を変えた時の事後分布の広がりの変化を計算した．

以下でそれぞれの実験結果をまとめる．

2 ハミルトニアン選択
ハミルトニアン選択では，以下の四極子相互作用のハミルトニアンHQ3/2,HQ1/2と磁気相互作用のハミルトニアンHM3/2,HM1/2を用いた．

H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (1)

H1/2 = HM1/2 +HQ1/2 (2)

それぞれの行列要素は以下のようになる．

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ

0 0 −
√
3
2 α sin θe−iφ −3

2α cos θ




(3)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0

0
√
3Aη 0 3A




(4)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe

−iφ

−β
2 sin θe

+iφ +β
2 cos θ

)
(5)

HQ1/2 = 0 (6)

実験では，フォワードモデルのハミルトニアンがHQ3/2,HQ1/2のみの場合，HM3/2,HM1/2のみの場合，両方の場合でそれぞれの自由エネルギーを計算した．パラメータの真値は以下のように設定した．
A = −3, Bhf = 40, η = 0

θ = 0, φ = 0, ECenter = 250, Γ = 3

実験結果は図 2のようになった．

1

各ハミルトニアン

タイトル
ある学生

2021年 10月 4日

1 フォワードモデル
今回用いたハミルトニアンは全角運動量 I = 3

2

HM3/2 =





3
2α cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ 0 0

−
√
3
2 α sin θe−iφ α

2 cos θ −α sin θeiφ 0

0 −α sin θe−iφ −α
2 cos θ −

√
3
2 α sin θeiφ

0 0 −
√
3
2 α sin θe−iφ − 3

2α cos θ




(1)

HQ3/2 =





3A 0
√
3Aη 0

0 −3A 0
√
3Aη√

3Aη 0 −3A 0
0

√
3Aη 0 3A



 (2)

HM1/2 =

(
−β

2 cos θ −β
2 sin θe−iφ

−β
2 sin θe+iφ +β

2 cos θ

)
(3)

Hc = Ecenter (4)

これらのハミルトニアンを用いて励起状態と基底状態のエネルギー固有値を求める
H3/2 = HM3/2 +HQ3/2 (5)

H1/2 = HM1/2 (6)

H3/2 |ej〉 = Eg,j |ej〉 (7)

H1/2 |gi〉 = Ee,i |gi〉 (8)

|gi〉 =





〈mgi = I | ngi〉
〈mgi = I − 1 | ngi〉
〈mgi = I − 2 | ngi〉

...




, |ej〉 =





〈
mej = I | nej

〉
〈
mej = I − 1 | nej

〉
〈
mej = I − 2 | nej

〉

...




(9)

ai,j(L,m) =
∑

mej−mgi=m

〈
mej | nej

〉
〈mgi | ngi〉

∗ 〈IgiLmgim | Iejmej

〉
(10)

1

A complete solution to the Mössbauer problem, all in one place 95

Figure 2 Schematic of the φ
and θ angles, Vzz and Bhf
as they appear in the
Hamiltonian of (7).

Vxx

Vyy

Vzz
Bhf

θ

φ

α = g 3
2
µN Bhf , where g 3

2
is the appropriate value for the gyromagnetic factor of the

nucleus in the I = 3
2 state, we may write (matrices constructed as described in [13]):

H3/2 =





3A − 3
2α cos θ −

√
3

2 α sin θe−iφ
√

3Aη 0

−
√

3
2 α sin θeiφ −3A − α

2 cos θ −α sin θe−iφ
√

3Aη
√

3Aη −α sin θeiφ −3A + α
2 cos θ −

√
3

2 α sin θe−iφ

0
√

3Aη −
√

3
2 α sin θeiφ 3A + 3

2α cos θ




(9)

and setting β = g1/2µN Bhf :

H1/2 =
( − β

2 cos θ − β
2 sin θe−iφ

− β
2 sin θe+iφ + β

2 cos θ

)
(10)

The I = 0 case is of particular mathematical interest because the Hamiltonian in
(7) is null. This case is treated by considering the state to have a unidimensional
eigenvector in the |m〉 basis, and an energy eigenvalue of 0. So if we are interested
in the 2 → 0 transition (170Yb, 166Er. . . ), the only Hamiltonian that needs to be
explicitly computed is the I = 2 excited state Hamiltonian (here β = g2µN Bhf ):

H2 =





6A − 2β cos θ −βe−iφ sin θ A
√

6η 0 0

−βeiφ sin θ −3A − β cos θ −
√

6
2 β sin θe−iφ 3Aη 0

A
√

6η −β
√

6
2 eiφ sin θ −6A −

√
6

2 β sin θe−iφ B
√

6η

0 3Aη −
√

6
2 β sin θeiφ −3A + β cos θ −β sin θe−iφ

0 0 A
√

6η −β sin θeiφ 6A + 2β cos θ





(11)

With the excited and ground state Hamiltonians now analytically expressed, a rou-
tine may compute the components, given a set of hyperfine parameters, then
proceed to the numerical diagonalization, and finally compute the line positions and
intensities.
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and setting β = g1/2µN Bhf :

H1/2 =
( − β

2 cos θ − β
2 sin θe−iφ
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2 sin θe+iφ + β

2 cos θ

)
(10)

The I = 0 case is of particular mathematical interest because the Hamiltonian in
(7) is null. This case is treated by considering the state to have a unidimensional
eigenvector in the |m〉 basis, and an energy eigenvalue of 0. So if we are interested
in the 2 → 0 transition (170Yb, 166Er. . . ), the only Hamiltonian that needs to be
explicitly computed is the I = 2 excited state Hamiltonian (here β = g2µN Bhf ):

H2 =
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6η 0 0
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(11)

With the excited and ground state Hamiltonians now analytically expressed, a rou-
tine may compute the components, given a set of hyperfine parameters, then
proceed to the numerical diagonalization, and finally compute the line positions and
intensities.

※

HM3/2,HM1/2 (1)

HQ3/2,HQ1/2 (2)

Hc (3)

f(x;Θ) =
∑

i,j

1

π

Ii,j × γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + γ2
(4)

Hc +HQ +HM (5)

S =





0 · · · 0 b1

1
. . . 0 b2

0
. . .

. . .
...

. . .
. . . 0 bN−1
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尤度物理モデル

データが得られた時のパラメータの確率（事後確率）を計算
→事後確率から推定値を計算 (Nagata et al. 2012)

※ ：パラメータ集合 ：データ集合
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※

メスバウアーにおけるベイズ計測
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14

データの⽣成過程を以下のように仮定

尤度

12 第 2 章 メスバウアー分光のベイズ推論

2.2.2 事後分布
ここでは、ベイズ推論における事後分布 [9]を説明する。前述の認識モデルにおいて、ある

xに対して測定値 y が得られる確率は以下のように計算される。
p(y|x,Θ) =

1√
2πσ2

model

exp

(
− 1

2σ2
model

(y − f(x;Θ))2
)
. (2.17)

ここで、観測データ D = {yi, xi}(i = 1, . . . , n)が独立に得られたとすると、尤度関数は以下
のようになる。

p(D|Θ) =
n∏

i=1

p(yi|xi,Θ) ∝ exp

(
− n

σ2
model

En(Θ)

)
. (2.18)

ただし、関数 En(Θ)は以下のように定義する。
En(Θ) =

n∑

i=1

1

2n
(yi − f(xi;Θ))2. (2.19)

尤度関数である式 (2.18) より、事後分布 p(Θ|D) はベイズの定理を用いて以下のように計算
できる。

p(Θ|D) =
p(D|Θ)p(Θ)

p(D)
,
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ϕ(Θ). (2.20)

本研究では、事前分布 ϕ(Θ)を以下のように定義する。
ϕ(Θ) = ϕA(A)ϕBhf (Bhf )ϕη(η)ϕθ(θ)ϕφ(φ)ϕECenter(ECenter)ϕγ(γ), (2.21)

ϕΓ(Γ) = Gamma (Γ; η,λ) ,
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1

G (η)
(λ)η (Γ)η−1 exp (−λΓ) , (2.22)

ϕx(x) = Uniform (x;xmax, xmin) , (2.23)

x = (A,Bhf , η, θ,φ, ECenter). (2.24)

ここで、Uniform (x;xmax, xmin)は最大値 xmax、最小値 xmin の一様分布、G(·)はガンマ関
数を表す。
本研究では、式 (2.22)のようにスペクトルの幅に関するパラメータ Γのみ事前分布をガン

マ分布にしている。メスバウアー分光では、エネルギーの不確定性関係から以下のようにスペ
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尤度物理モデル

データが得られた時のパラメータの確率（事後確率）を計算
→事後確率から推定値を計算 (Nagata et al. 2012)

※ ：パラメータ集合 ：データ集合
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※

メスバウアーにおけるベイズ計測

ベイズ⾃由エネルギー；F = − log

∫
p(Θ|D)dΘ (1)

F = − log

∫
p(H,Θ|D)dΘ = − log

∫
p(Θ|D,H)p(H)dΘ

= − log p(H|D)
(2)

p(Θ) = ϕA(A)ϕBhf (Bhf )ϕη(η)ϕθ(θ)ϕφ(φ)ϕECenter (ECenter )ϕγ(γ) (3)

ϕΓ(Γ) = Gamma(Γ; η,λ) (4)

=
1

G(η)
(λ)η(Γ)η−1 exp(−λΓ) (5)

ϕx(x) = Uniform (x;xmax , xmin ) (6)
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2πσ2β−1

exp

(
−βθ2
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2

)
(8)

=
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β

2πσ
exp

(
−(β + σ2)θ2

2σ2

)
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ΘH

p(ΘH |D) (10)
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事前分布

Θ = {A,Bhf , η, θ,φ, Ecenter,Γ} (1)

f(x;Θ) =
∑

i,j

1
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Ii,j × Γ
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2 + Γ2
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log
p′(D|Θ′

ML)
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)
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∑

i

log
exp (si,i/τ)∑
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∫
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∫
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p(Θ) = ϕA(A)ϕBhf (Bhf )ϕη(η)ϕθ(θ)ϕφ(φ)ϕECenter (ECenter )ϕγ(γ) (12)

ϕΓ(Γ) = Gamma(Γ; η,λ) (13)

=
1

G(η)
(λ)η(Γ)η−1 exp(−λΓ) (14)

ϕx(x) = Uniform (x;xmax , xmin ) (15)
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p(Θ|β) = 1√
2πσ2β−1

exp

(
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2σ2
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2
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=
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β
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解析⼿法；事前分布

線幅 のみ
時間とエネルギーの不確定性関係から下限が推定できるためガンマ分布

2.2 定式化 13

クトル幅の不等式を得ることができる。
τ · Γ ≥ h. (2.25)

ここで、τ は原子核の寿命、Γはスペクトルの幅、hはプランク定数を表す。式 (2.25)より、
スペクトル幅は自然幅よりは狭くならないので、幅の事前分布はガンマ分布としている。

2.2.3 Paralell Tempering

本研究では、Paralell Tempering（PT）法 [13]というサンプリング手法を用いてパラメー
タの事後分布を求める。
PT法とは、式 (3.1)のような逆温度 β を設定した確率分布を一つのレプリカとして複数の

レプリカ間のサンプルの交換を行いながらサンプリングをする手法である。
p(Θ|D,β) =

1

Z(D)
exp

(
− n

σ2
model

βEn(Θ)

)
ϕ(Θ). (2.26)

これらのすべてのレプリカにおける同時事後確率は以下のように書き表せる。
p(Θ|D) =

L∏

l=1

p(Θl|D,βl). (2.27)

ただし、逆温度 β ∈ {β1, . . . ,βL}を任意の l に対して βl < βl+1 とした。ここで、Θl は l 個
目のレプリカ層のフォワードモデルのパラメータを表す。

2.2.4 推定値と信頼区間
本研究ではパラメータの推定に、事後確率最大となるパラメータである以下のようなMAP

推定値 Θmap を用いた。
Θmap = argmax

Θ
[p(Θ|D,β = βac)]. (2.28)

ここで、βac は σmodel/
√
βac が測定値におけるガウスノイズの標準偏差 σnoise に近い値を取

るように設定する。本研究では、βac の値の決定にはベイズ自由エネルギーによるノイズ推定
を用いた。さらに、事後分布の広がりとしてサンプルの標準偏差を計算し、これをMAP推定
値の信頼区間として推定精度の評価を行った。
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事前分布にはパラメータの範囲などの事前情報を⼊れる
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尤度物理モデル

データが得られた時のパラメータの確率（事後確率）を計算
→事後確率から推定値を計算 (Nagata et al. 2012)

※ ：パラメータ集合 ：データ集合

p1(θ|D) ∝ 1

Z1(K)
exp

(
−nβ1

σ2
E(θ)

)
(1)

p2(θ|D) ∝ 1

Z2(K)
exp

(
−nβ2

σ2
E(θ)

)
(2)

p3(θ|D) ∝ 1

Z3(K)
exp

(
−nβ3

σ2
E(θ)

)
(3)

β1 > β2 > β3 (4)

D (5)

θ (6)

f(θ) (7)

p(D|θ) (8)

p(θ|D) ∝ p(D|θ)p(θ) (9)

1

ベイズ計測概念図

事後確率；
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メスバウアーにおけるベイズ計測
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事前分布



解析⼿法；事後確率

点推定なので，信頼度など
推定値に関する議論が難しい

分布から，推定値・分布幅などの
情報が得られる

事後確率によってパラメータの推定が可能

𝒂 =○○
𝝁 =××

⋮
推定値 𝒂 𝝁

⋯
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最尤法 ベイズ法
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尤度物理モデル

データが得られた時のパラメータの確率（事後確率）を計算
→事後確率から推定値を計算 (Nagata et al. 2012)

※ ：パラメータ集合 ：データ集合

p1(θ|D) ∝ 1

Z1(K)
exp

(
−nβ1

σ2
E(θ)

)
(1)

p2(θ|D) ∝ 1

Z2(K)
exp

(
−nβ2

σ2
E(θ)

)
(2)

p3(θ|D) ∝ 1

Z3(K)
exp

(
−nβ3

σ2
E(θ)

)
(3)

β1 > β2 > β3 (4)

D (5)

θ (6)

f(θ) (7)

p(D|θ) (8)

p(θ|D) ∝ p(D|θ)p(θ) (9)

1
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事前分布



解析⼿法；ベイズ⾃由エネルギー

• ⼀般に尤度は単峰なガウス分布ではない
• パラメータ範囲などの事前情報を⽤いていない

→ベイズ⾃由エネルギーによるモデル選択が最適
20

”最尤推定量”付近で
ガウス分布に近似できる場合
対数尤度⽐がχ⼆乗分布に
漸近することを利⽤

ベイズ⾃由エネルギーの
⼤⼩関係によってどちら
のモデルの確率が⾼いか
を評価

Χ⼆乗法 ベイズ法
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数値実験

の⼈⼯データ

f(x;Θ) =
∑

i,j

1

π

Ii,j × γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + γ2
(1)

Hc +HQ +HM (2)

S =





0 · · · 0 b1

1
. . . 0 b2

0
. . .

. . .
...

. . .
. . . 0 bN−1

0 · · · 0 1 bN





(3)

maximize z = x1 + x2
subject to 3x1 + 2x2 + x3 = 12

x1 + 2x2 + x4 = 8

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

(4)

η = 1− c

1 + c
(5)

lk = ηkl0 (6)

=

(
2

1 +
√
5

)k

l0 (7)

keep xjj = 1, 2, · · · , p
discard xjj = p+ 1, p+ 2, · · · ,m

(8)

F (τ) = f(ξ(τ)) (9)

∂F

∂τ
= −∇f(ξ)∇f(x) = 0 (10)

f(x, y) = x2 + 3y2 (11)

ξ = x− τ∇f(x) = (1− 2τ)xx̂+ (1− 6τ)yŷ (12)

F (τ) = f(ξ(τ)) = (1− 2τ)2x2 + 3(1− 6τ)2y2 (13)

F ′(τ) = −4(1− 2τ)x2 − 36(1− 6τ)y2 (14)

τ =
x2 + 9y2

2x2 + 54y2
(15)

x0 < x2 : xnew1 = xold1 (16)

xnew2 = x0 (17)

xnew3 = xold2 (18)

x0 > x2 : xnew1 = xold2 (19)

xnew2 = x0 (20)

xnew3 = xold3 . (21)
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以下⼆つの相互作⽤の組み合わせについて解析を⾏った

：磁気的相互作⽤項
：四極⼦相互作⽤項
：異性体シフト
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数値実験；ハミルトニアン選択

磁気的相互作⽤なしの場合の実験結果

の⾃由エネルギーが最も低い

の⼈⼯データとフィッティング

f(x;Θ) =
∑
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π
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0 · · · 0 1 bN





(3)

maximize z = x1 + x2
subject to 3x1 + 2x2 + x3 = 12

x1 + 2x2 + x4 = 8

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

(4)

η = 1− c

1 + c
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τ =
x2 + 9y2

2x2 + 54y2
(15)

x0 < x2 : xnew1 = xold1 (16)

xnew2 = x0 (17)

xnew3 = xold2 (18)

x0 > x2 : xnew1 = xold2 (19)

xnew2 = x0 (20)

xnew3 = xold3 . (21)

1

→ が最も⾃由エネルギーが低い

f(x;Θ) =
∑

i,j

1

π

Ii,j × γ

(x− Ei,j − Eshift)2 + γ2
(1)

Hc +HQ +HM (2)

S =





0 · · · 0 b1

1
. . . 0 b2

0
. . .

. . .
...

. . .
. . . 0 bN−1

0 · · · 0 1 bN





(3)

maximize z = x1 + x2
subject to 3x1 + 2x2 + x3 = 12

x1 + 2x2 + x4 = 8

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

(4)

η = 1− c

1 + c
(5)

lk = ηkl0 (6)

=

(
2

1 +
√
5

)k

l0 (7)

keep xjj = 1, 2, · · · , p
discard xjj = p+ 1, p+ 2, · · · ,m

(8)

F (τ) = f(ξ(τ)) (9)

∂F

∂τ
= −∇f(ξ)∇f(x) = 0 (10)

f(x, y) = x2 + 3y2 (11)

ξ = x− τ∇f(x) = (1− 2τ)xx̂+ (1− 6τ)yŷ (12)
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数値実験；ハミルトニアン選択

の⾃由エネルギーが最も低い

の⼈⼯データとフィッティング
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1

→ が最も⾃由エネルギーが低い

磁気的相互作⽤ありの場合の実験結果
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数値実験；事後分布

得られた物理量の事後分布から、
エネルギー固有値などの分布も計算可能

エネルギー固有値
の事後分布を算出

→得られたサンプルを⽤いて更なる議論が可能

𝐸!
",
!
"
=
1
2
𝑔!/"𝜇%𝐵&' + 3𝐴 1 +

𝑔!/"𝜇%𝐵&'
3𝐴

"

+
𝜂"

3
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まとめ

•ベイズ計測により，データドリブンでハミルトニアン
推定やモデル推定が可能
•物理量の事後分布が得られることにより，解析結果の
議論の幅が広がる

ハミルトニアン推定

フィッティング

パラメータ分布
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今後の展望

•では、ベイズ計測のデメリットはなんなのか？

→計算量
→パラメータ調整が最尤法と異なる

•計算を削減する研究がすすんでいる

•事前分布モデリング
• Kashiwamura, et al. 2022

•サンプリングアルゴリズムの改良
• 研究中
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