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内容

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

–スペクトル分解の従来法
–ベイズ計測
–レプリカ交換モンテカルロ法
–モデル選択
–計測限界

• まとめ



自己紹介(理論物理)

• 大阪市立大学理学部物理学科 (1981 - 1985)
• 大阪大学大学院理学研究科物理専攻 (1985 – 1987)

– 希土類元素の光励起スペクトルの理論
• 三菱電機 (1987 - 1989)

– 化合物半導体（半導体レーザー）の結晶成長
• 大阪大学大学院基礎工学研究科生物工学 (1989 - 1996)
• JST ERATO 川人学習動態脳プロジェクト (1996 - 2001)
• 理化学研究所 脳科学総合研究センター (2001 - 04/06)
• 東京大学・大学院新領域創成科学研究科 複雑理工学専攻

(2004/07 – ) 
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ンス教育研究推進センター
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アンケート
• スペクトルや画像データからフィッティングを行なっ
ている

• そのフィッティングの際に、パラメータを手打ちで決
めている。最急降下法などを使っているが、うまくい
かない。

• フィッティング用のモデルが複数あって、事前にどれ
を使うかを決めておかないといけない。

• S/Nが悪いデータや欠損データをなんとかした。
• 複数計測の統合を行いたい。

• そのような方は、一度ベイズ計測をお試しください。



ベイズ計測

計測データ

モデル

実験の結果

解析計算，数値計算

理論の結果
比較

順アプローチ

計測データ対象とする
物理系

系の物理
モデル

観測過程
計測機器の特性

逆アプローチ

全てをモデル化し
ベイズの定理で因果をさかのぼる

p Y |θ,K( )

p θ,K( ) p θ,K |Y( )



ベイズ推論のご利益

• パラメータを確率分布として推定

– 推定精度を議論できる。

• 従来手法の推定性能を改善できる可能性

– 適切なモデル化によって推定性能改善

• モデル選択

– モデルが候補の中からどれが適切なのか

• 複数の計測データを同時評価

– 推定精度向上の可能性



ベイズ計測の勉強の流れ

1. 線形回帰モデルy=ax+bのベイズ計測の解析
計算
2. 線形回帰モデルy=ax+bをレプリカ交換モンテ
カルロ法で数値解析し、1の解析結果と同じ結果
が出ることを確認する

汎用プログラム: 次の片上さんの講演
3. ベイズ的スペクトル分解をレプリカ交換モンテ
カルロ法で数値解析する

汎用プログラム: 次の片上さんの講演
4. 各自のテーマに入る。



内容

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

– スペクトル分解の従来法
– ベイズ計測
– レプリカ交換モンテカルロ法
– モデル選択
– 計測限界

• まとめ



線形回帰問題

y

x

傾き a ： 系の線形応答、バネ定数、電気伝導度、誘電率、

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏



データのばらつきの評価
データの背後にある物理量の評価

y

x

y

x

実験1回目 実験2回目

傾き a ： 系の線形応答、バネ定数、電気伝導度、誘電率、
実験複数回おこなって、aのばらつきを見る
これを1回の実験でももとめられないか→ ベイズ推論



p(a,b|Y)の推定 (3/3)
1次元線形回帰では手で計算できる

事後確率 事後確率



1次元線形回帰

この二つの推定精度の違いを数学的に表現したい
準備として従来手法の最小二乗法



4.1最小二乗法 (1/2 )

二乗誤差E(a,b)を最小にするようにパラメータをフィット（最小二乗法）

分散：平均： ，

とする場合



4.1最小二乗法 (2/2 )



自然科学的視点からの
ベイズ計測の解説 (1/2 )

この二つの違いを数学的に表現したい
傾き a と切片 b は同じだけど，ばらつきが違う
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p Y,a,b( ) = p Y | a,b( ) p a,b( ) = p a,b |Y( ) p Y( )

p a,b |Y( ) =
p Y | a,b( ) p a,b( )

p Y( )
∝ exp −nE a,b( )( ) p a,b( )

＜ベイズの定理＞

a,b

€ 

Y

生成（因果律）

p a,b( ) ：事前確率。あらかじめ設定しておく必要がある。
これまで蓄積されてきた科学的知見

p a,b |Y( ) ：事後確率。データが与えられたもとでの，パラメータの確率．

自然科学的視点からの
ベイズ計測の解説 (2/2 )



p(a,b|Y)の推定 (1/3)
1次元線形回帰では手で計算できる



p(a,b|Y)の推定 (2/3)
1次元線形回帰では手で計算できる



p(a,b|Y)の推定 (3/3)
1次元線形回帰では手で計算できる



ベイズ的モデル選択
y=axかy=ax+bか?

汎化誤差

y=ax 0.33
y=ax+b 0.40

訓練誤差

y=ax 0.43
y=ax+b 0.34



より深い構造をさぐる: モデル選択

€ 

YK
生成生成

推定

：傾き 切片

：観測データY

K ：モデル

𝑎, 𝑏

𝑎, 𝑏

𝐾 = 1 ∶ 𝑦 = 𝑎𝑥

𝐾 = 2 ∶ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏



モデル選択

p K,θ,Y( )

p K |Y( )1. 欲しいのは
2.   がないぞθ
3. の存在を仮定

p(K,Y ) = p K,θ,Y( )dθ∫

p Y |θ,K( ) = p yi |θ( )
i=1

n

∏ ∝ exp −nE θ( )( )

p K,θ,Y( ) = p(Y |θ,K )p(K )

4. 無駄な自由度の系統的消去：周辺化，分配関数

€ 

p K |Y( ) =
p Y |K( )p K( )

p Y( )

€ 

∝ p K( ) exp −nE θ( )( )p θ( )dθ∫

自由エネルギーを最小にするモデル を求める．

F(K ) = − log exp −nE θ( )( ) p θ( )dθ∫
K

€ 

YK
生成生成

推定

：傾き 切片

：観測データY

K ：モデル

𝑎, 𝑏

𝑎, 𝑏



自由エネルギー
y=axかy=ax+bか?

𝐹

𝐾1 2

𝐾 = 1 ∶ 𝑦 = 𝑎𝑥

𝐾 = 2 ∶ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏



内容

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

– スペクトル分解の従来法
– ベイズ計測
– レプリカ交換モンテカルロ法
– モデル選択
– 計測限界

• まとめ



例題1:スペクトル分解

2=K 3=K 4=K

Nagata, Sugita and Okada, Bayesian spectral deconvolution with the 
exchange Monte Carlo method, Neural Networks 2012



スペクトル分解の定式化

28

  

€ 

θ = ak,bk,µk{ } k =1,,K

観測データ： { }niii yxD 1, ==

ix iy：入力 ：出力

€ 

f (x;θ ) = ak exp −
bk x − µk( )2

2

$ 

% 

& 
& 

' 

( 

) 
) 

k=1

K

∑

ガウス関数(基底関数)の足し合わせにより，スペクトルデータを近似

二乗誤差を最小にするようにパラメータをフィット（最小二乗法）

€ 

E θ( ) =
1
n

yi − f xi;θ( )( )
2

i=1

n

∑



誤差関数は局所解を持つ

＜通常の最適化法＞

e.g., 最急降下法

大域解
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ローカルミニマム
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アンケート
• スペクトルや画像データからフィッティングを行なっ
ている

• そのフィッティングの際に、パラメータを手打ちで決
めている。最急降下法などを使っているが、うまくい
かない。

• フィッティング用のモデルが複数あって、事前にどれ
を使うかを決めておかないといけない。

• S/Nが悪いデータや欠損データをなんとかした。
• 複数計測の統合を行いたい。

• そのような方は、一度ベイズ計測をお試しください。



内容

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

– スペクトル分解の従来法
– ベイズ計測
– レプリカ交換モンテカルロ法
– モデル選択
– 計測限界

• まとめ



ベイズ計測

計測データ

モデル

実験の結果

解析計算，数値計算

理論の結果
比較

順アプローチ

計測データ対象とする
物理系

系の物理
モデル

観測過程
計測機器の特性

逆アプローチ

全てをモデル化し
ベイズの定理で因果をさかのぼる

p Y |θ,K( )

p θ,K( ) p θ,K |Y( )



確率的定式化
出力は，入力からの応答とノイズの足し合わせにより生成

⇒出力は，確率変数である．

€ 

yi = f xi;θ( ) +ε

ノイズが正規分布であるとすると，

€ 

p yi |θ( )∝ exp − 12 yi − f xi;θ( )( )
2% 

& 
' 

( 

) 
* 

それぞれの出力 が，独立であるとすると，

€ 

yi
p Y |θ( ) = p yi |θ( )

i=1

n

∏ ∝ exp −nE θ( )( )   

€ 

Y = y1,,yn{ }
E θ( ) = 1

2n
yi − f xi;θ( )( )

2

i=1

n

∑
ボルツマン分布



ベイズ推論：因果律を組み込んでデータ解析

35

€ 

p Y,θ( ) = p Y |θ( )p θ( )

€ 

= p θ |Y( )p Y( )

€ 

p θ |Y( ) =
p Y |θ( )p θ( )

p Y( )
∝ exp −nE θ( )( )p θ( )

＜ベイズの定理＞

q

€ 

Y

生成（因果律）

( )qp ：事前確率。あらかじめ設定しておく必要がある。
これまで蓄積されてきた科学的知見

€ 

p θ |Y( ) ：事後確率。データが与えられたもとでの，パラメータの確率．



内容

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

– スペクトル分解の従来法
– ベイズ計測
– レプリカ交換モンテカルロ法
– モデル選択
– 計測限界

• まとめ



高温

低温

レプリカ交換モンテカルロ法
ランダムスピン系の知見から

メトロポリス法 レプリカ交換モンテカルロ法

( ) )(exp)( 2 qqb
s

qb pEnp ÷
ø
ö

ç
è
æ-µ

€ 

K. Hukushima, K. Nemoto, J. Phys. Soc. Jpn. 65 (1996).



例題1:スペクトル分解

2=K 3=K 4=K

Nagata, Sugita and Okada, Bayesian spectral deconvolution with the 
exchange Monte Carlo method, Neural Networks 2012



アンケート
• スペクトルや画像データからフィッティングを行なっ
ている

• そのフィッティングの際に、パラメータを手打ちで決
めている。最急降下法などを使っているが、うまくい
かない。

• フィッティング用のモデルが複数あって、事前にどれ
を使うかを決めておかないといけない。

• S/Nが悪いデータや欠損データをなんとかした。
• 複数計測の統合を行いたい。

• そのような方は、一度ベイズ計測をお試しください。



内容

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

– スペクトル分解の従来法
– ベイズ計測
– レプリカ交換モンテカルロ法
– モデル選択
– 計測限界

• まとめ



2=K 3=K 4=K

Nagata, Sugita and Okada, Bayesian spectral deconvolution with the 
exchange Monte Carlo method, Neural Networks 2012

より深い構造をさぐる: モデル選択

q

€ 

YK
生成生成

推定

：ピーク位置など

：観測スペクトル

q
Y

K ：ピーク個数



アンケート
• スペクトルや画像データからフィッティングを行なっ
ている

• そのフィッティングの際に、パラメータを手打ちで決
めている。最急降下法などを使っているが、うまくい
かない。

• フィッティング用のモデルが複数あって、事前にどれ
を使うかを決めておかないといけない。

• S/Nが悪いデータや欠損データをなんとかした。
• 複数計測の統合を行いたい。

• そのような方は、一度ベイズ計測をお試しください。



モデル選択

p K,θ,Y( )

p K |Y( )1. 欲しいのは
2.   がないぞθ

q

€ 

YK
生成生成

推定

：ピーク位置など

：観測スペクトル

q
Y

K：ピーク個数
3. の存在を仮定

p(K,Y ) = p K,θ,Y( )dθ∫

p Y |θ,K( ) = p yi |θ( )
i=1

n

∏ ∝ exp −nE θ( )( )

p K,θ,Y( ) = p(Y |θ,K )p(K )

4. 無駄な自由度の系統的消去：周辺化，分配関数

€ 

p K |Y( ) =
p Y |K( )p K( )

p Y( )

€ 

∝ p K( ) exp −nE θ( )( )p θ( )dθ∫

自由エネルギーを最小にする個数 を求める．

F(K ) = − log exp −nE θ( )( ) p θ( )dθ∫
K



自由エネルギーの数値的計算法
レプリカ交換法の性質を巧妙に使う

( ) ( )ò ÷
ø
ö

ç
è
æ--= qqq

s
dpEnF 2explog

以下のように、補助変数 を導入する。b

( ) ( )ò ÷
ø
ö

ç
è
æ--= qqqb

sb dpEnF 2explog ( )00 ==bF

自由エネルギー：

b

b
b

¶
¶F

0 1

ò ¶
¶

== =

1

01 b
b b

b

F
dFF

!
b
b

¶
¶F 確率分布 に従う

二乗誤差 の期待値

( ) ( ) ( )qqb
s

qb pEnp ÷
ø
ö

ç
è
æ-µ 2exp

( )
( )qb

q
s p

En2

( )bq;p
( )q

s
En2

b ：逆温度

たくさんの温度でのシミュレーションが必要
→ 各温度でのエネルギー平均(すでにやってる)



スペクトル分解

K€ 

F

最適なK をデータだけから決める
自由エネルギー最小化

2=K 3=K 4=K

Nagata, Sugita and Okada, Bayesian spectral deconvolution with the 
exchange Monte Carlo method, Neural Networks 2012



内容

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

– スペクトル分解の従来法
– ベイズ計測
– レプリカ交換モンテカルロ法
– モデル選択
– 計測限界

• まとめ



peak2
peak1

peak2
peak1

peak2peak1

peak2
peak1

peak2
peak1

peak2
peak1

400ms 40ms 16ms

8ms 4ms 1ms

ここまで

例題2: XPS
どこまで時間窓を小さくできるか

MoS2 2p



アンケート
• スペクトルや画像データからフィッティングを行なっ
ている

• そのフィッティングの際に、パラメータを手打ちで決
めている。最急降下法などを使っているが、うまくい
かない。

• フィッティング用のモデルが複数あって、事前にどれ
を使うかを決めておかないといけない。

• S/Nが悪いデータや欠損データをなんとかした。
• 複数計測の統合を行いたい。

• そのような方は、一度ベイズ計測をお試しください。



ベイズ推論の拡張性

n事後確率： )(
)()|()|(

Yp
pYpYp qqq = { }niiyY 1==

( ) )(exp
)(

1)|( 2 qq
s

q pEn
Yp

Yp ÷
ø
ö

ç
è
æ-=

光電子の量子性を考慮する(ポアソン分布)

q Y
生成

推定

：ピーク位置など

：観測スペクトル

q
Y

E θ( ) = yi log f (xi;θ )+ f (xi;θ )+ log( j)
j=1

yi

∑
"

#
$$

%

&
''

i=1

n

∑

( ) ( )( )å
=

-=
n

i
ii xfyE

1

2;
2
1 qq

これまでの

に変更するだけ



(時間幅依存性)
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ベイズ計測
スペクトル分解のベイズ理論(Nagata et al. 2019)



ベイズ計測:ベイズ推論によって，ピーク位置のベイズ事後確率を計算

(時間幅依存性)

ベイズ計測
スペクトル分解のベイズ理論(Nagata et al. 2019)



ベイズ計測:ベイズ推論によって，ピーク位置のベイズ事後確率を計算

(時間幅依存性)

ベイズ計測
スペクトル分解のベイズ理論(Nagata et al. 2019)



ベイズ計測:ベイズ推論によって，ピーク位置のベイズ事後確率を計算
戦略目標: 計測限界を定量的に評価できる枠組みの提案

(時間幅依存性)

ベイズ計測
スペクトル分解のベイズ理論(Nagata et al. 2019)



アンケート
• スペクトルや画像データからフィッティングを行なっ
ている

• そのフィッティングの際に、パラメータを手打ちで決
めている。最急降下法などを使っているが、うまくい
かない。

• フィッティング用のモデルが複数あって、事前にどれ
を使うかを決めておかないといけない。

• S/Nが悪いデータや欠損データをなんとかした。
• 複数計測の統合を行いたい。

• そのような方は、一度ベイズ計測をお試しください。



内容

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

– スペクトル分解の従来法
– ベイズ計測
– レプリカ交換モンテカルロ法
– モデル選択
– 計測限界

• まとめ



アンケート
• スペクトルや画像データからフィッティングを行なっ
ている

• そのフィッティングの際に、パラメータを手打ちで決
めている。最急降下法などを使っているが、うまくい
かない。

• フィッティング用のモデルが複数あって、事前にどれ
を使うかを決めておかないといけない。

• S/Nが悪いデータや欠損データをなんとかしたい。
• 複数計測の統合を行いたい。

• そのような方は、一度ベイズ計測をお試しください。



まとめ

• 自己紹介と導入
• 1次元線形回帰y=ax+bのベイズ計測
• スペクトル分解

– スペクトル分解の従来法
– ベイズ計測
– レプリカ交換モンテカルロ法
– モデル選択
– 計測限界

• まとめ



ベイズ計測の勉強の流れ

1. 線形回帰モデルy=ax+bのベイズ計測の解析
計算
2. 線形回帰モデルy=ax+bをレプリカ交換モンテ
カルロ法で数値解析し、1の解析結果と同じ結果
が出ることを確認する

汎用プログラム: 次の片上さんの講演
3. ベイズ的スペクトル分解をレプリカ交換モンテ
カルロ法で数値解析する

汎用プログラム: 次の片上さんの講演
4. 各自のテーマに入る。


